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ULAsTiRMA PROBLEMLERINDE
'DUAL DEGISKENLERIN EKONOMIK YORUMU
I o Nilgin MORALI (%)
OZET

Ulagtirma modelinin duali :gm pnmal problemm her temel gegerh _
- ¢Ozimiine kar;zlxk" gelen sonsuz sayzda cozim vardir. Dolayxsxyla belirli bazi ko;ullan
saglayan dual deg1§kenler zgm ozel ekonomik aciklamalar yapilabilir. Bu makalede

oncelikle ulastirma problemlertmn primal ve dual bigimleri incelenmigtir. Daha sonra

dengeli ve dengeli olmayan ula;tzrma modellerz {gzn ayri ayrt dual degi skenlerin ekonomik

anlamlar: tartigilmigtir
1. Giris

Dogrusal programlama modellerinde dual problemin en 6nemli 6zellik- i
lerinden biri, primal problem hakkinda ek bilgi saglamasidir. Bu bllgller ﬁrsat 1
. mahyetlen ve golge ﬁyatlar olarak ekonomik anlam tasirlar. '

Do.grusal programlamamodellerinin Ozel birhuygulamzm olan ulastirma
problemlerinde her temel gecerli ¢6zlim i¢in dual problemin sonsuz sayida
- ¢Ozuimd vardir. Bu kogullarda, dual de8igkenler hakkinda bir ekonomik yorum
yapmak mumkun miidiir? Eger bu miimkiinse, ekonomik yorum nasil ve neye
dayanarak yapilmalidir? Bu sorulara acikhk getlrmek amaciyla yapilan bu
- ¢alismanin basinda ulastlrma problemleri ve dual problem, ¢oziimlerinin

ozellikleriyle birlikte tanitilmigtir. Daha sonra dengeli ve dengeli olmayan pmblem-
' lerde g()lge ﬁyatlar ve dual deg1§kenler ayrmulanyla incelenmigtir.

2. ULASTIRMA PROBLEMLERI

- Ulagtirma pmblernlennde behrh bir malin t0p1am dagmm maliyeti minimum
olacak sekilde, ¢esitli arz merkezlerinden gesitli talep merkezlerine ne miktarlarda
gonderilmesi gerektigi arastinlir. Arz ve talep merkezlerinin kapasiteleri proble-
min simirlandiric: kosullanni olusturur. m tane arz merkezi ve n tane talep merkezi
' olmasi durumunda ulastirmad modeli Sekil 1 dc goruldugu glbl 6zetlenir (Wins-
~ ton, 1991 ,$.328). Modelm parametrelen '

(%) Yrd-DO‘?Dr.D.E.U.I.I.B.F.Ekonometﬁ Bolumii

244



N. Moral:

s

T 1arz merkezmden] talep merekezme bmm mal gondermemn mahyetl

(1=1,2,...m j= =1.2..10)

L3

5. @i arz merkezinden gﬁnderilébilecek toplam mikiar (i=1,2,....m)
d, : ] talep merkezinin alabﬂeéegi toplam miktar (j=1,2,...,n)

- bigimindedir. Karar degiskenleri ise

"~

- i arz merkezinden j ] talep merkezine gondenlecek miktar (1--1 Wil M

J
Jl2 ,n)

olarak tamimlanur. Problemin dogmsal programl:ama modeli

mmz_Zl_ ZJ 111 ij i . S e (1)
EJ Py ‘_ ‘ @
X ?:1xijj s j=l2,.n , Heaw
X; > 0 - e 1=1,2,..m j=1,2,...,n -

ile ifade edilir. ;

SEKIL 1. Ulastirma Modeli

. -
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Ulastirma Problemlerinde Dual Degiskenlerin Ekonomik Yorm

Bu modelde dxkkatl ¢eken en Snemli nokta, rnodelm bir geqerh qbzumunun
”bulunabﬂmem igin - ,.

r

s—): 4 . _ ‘ | (5)

1=l '}

kosulunun saglanmasi gerektl gidir. S6zel olarak bu kosul t0plam arzm toplam ta-
lebe esit olmasi gerekn g1 anlamindadir. -

T0plam. arzin toplam talebe esit olmadi g1 durumlarda da problem yine bir
- ulagtirma modeliyle ifade edilebilir. Bunun i¢in bir kukla arz merkezinden ya da
kukla talep merkezinden yararlamlarak toplam arz ve toplam talep esitlenir. Bu tip
ulagtirma problemlerine dengelz olmayan ulagtirma problemleri adi verilir. Proble-

min baglangicinda toplam arz ve toplam talep esitse, probleme dengeh ulagtirma '
problemz denir. '

' (1) - (4) ile belirlenen modelin dualini ifade etmek igin, arz merkezlerinin
kapasiteleriyle ilgili kisitlara u; dual degiskenleri ve talep merkezlerinin kapasitele-
- nyle 11g111 kisitlara karsilik olarak v. dual degiskenleri kullanildiginda dual problem

J
e g
ot e Zri:lSi u; + 2 j.-.-.-1djvj | -
B 5 -
et e et 3 j=1.2... a4
4, v; o smirlandinlmamig - . '
' o i=1 7 SE j1=1,2,...,n
olur.Dual problemdeki klsnlara ait bosluk deglskenlen d__ile gbstenldlgmde (7) _.
ile belirlenen kisitlar |
b i o
429 A% o iy
: . j=1,2,....n -9
- blqiminde ifade edilir. - -

Dual problemm ekonormk agiklamasinda, ulagtirma modelindeki x.. karar

degigskenlerine karsilik gelen d o (u, +v ) bosluk degiskenleri i arz megkezm- '

~ den j talep merkezine bir bmm daha gbndermemn toplam mallyete etkisini

(kisaca, firsat mahyetml) bellrler Dlger dual deglskenlerden elde edllmesn bekle-
- nen ekonomik aglklama ise, . o




N. Moral:
U i arz merkezinin kapasitesini bir birim artirmamn toplam maliyete etkisi

V. . j talep merkezmm ihtiyactnin bir birim artmasmm t0plam mahyete etkisi
blglmmdedlr Kisaca, arz ve talep rnerkezlerme 1ligkin gblge fiyatlardir. ‘

Ekonomlk ac;1dan son derece 6nemli olan bu firsat mahyetleﬂmn ve golge
fiyatlarmn hesaplanmast i i¢in dual problemin ¢6zimi gerekhdlr Dual problemm
¢cOzimii igin 1se primal problemin qbzumunden yararlamlir. Optimal ¢dziimde yer
alan her Xis temel deglskemne kar§111k gelen dual kisit esitlik bi¢iminde ifade edlhr,

U = s a0

Ulastirma problemlerinin temel ¢6ziimiinde (m+n-1) temel degisken bulun-
masi nedeniyle, bu esitlikler (m+n) bilinmeyenli (m+n-1) denklemli bir sistem
olusturur. (Hillier ve Lieberman, 1974,5.123) Boyle bir sistemin sonsuz sayida

¢Ozilimii vardir. u. ,veya v, deglskenlermden herhangi birine serbest bir & degeri
- venldiginde, dlger biitlin deglskenler 8'ya bagh olarak ifade edilir. Bu ¢oziimler

arasindan hangisi ya da hangileri golge fiyatlan belirlemek i¢in uygundur? Bu
sorunun yaniti asaglda dengeli ve dengeh olmayan problemler icin ayn ayn Ince-
lenmektedir. ‘

i DENGELi ULASTIRMA PROBLEMLERiNDE GOLGE .
= FIYATLAR -

_ Matematiksel olarak golge fiyat, bir dogrusal programlama modelinin her-
hangi bir kisitinda sag taraf degerini bir birim artirmanin diger biitiin parametreler
aym kalmak kosuluyla amag fonksiyonunun degerinde neden olacag degisiklik
olarak tamimlanir (Anderson, Sweeney ve Williams, 1982, 5.173) . Dolayisiyla,
bir ulagtirma problemmde herhangi bir arz ya da talep merkezine iliskin gélge fiy-
atin elde edilmesi icin, bu merkeze ait kapasitenin bir birim artirilarak optimal
c;ozumun yeniden bulunmasi ve her 1k1 optimal Qozumdekl toplam mahyetler
arasindaki farkin hesaplanma31 yeterli olur.

Jenel blglml Sekil 1'de gorildigi gibi verilen bir ulagtirma problemmde k.
arz-merkezine iligkin golge fiyatin hesaplanmasi i¢in s, sinir degeri bir binm
artmhp diger parametreler sabit tutuldugunda bu problemi dengeli duruma getlr- '
mek i¢in talebl bir birim ve ulastmna maliyetlen1 O olan bir kukla talep mer

b7 5
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U Ia;tzrma Problernlermde Dual Degxgkenlerm Ekonomzk Yorumu

SEKILZ. Ulastirma Modeli

kezi eklenir. Sekil 2'de goriilen bi¢imi alan bu modelde kukla talep merkezine
iliskin golge fiyat v_., ile gosterilmigtir. Optimal ¢6ziimde Kukla talep merkezme
bir birim mal gbnderen arz merkezi p olduBunda, (10) bagmtlsma gore Lty

up+vn+1=0 - ' ... ﬁ - (11)

ve dier arz merkezleri igin

€0 - Lo . (12)

u; + Vn+1

olur.
Primal ve dual problemler arasindaki 111§kxlerde tumleylcl bosluk teoremine

_ gore primal problemdeki kisitlardan birine ait bosluk degiskeni optimal 907umde .
pozitif defer aliyorsa (temel degiskense), bu. kisita iligkin golge fiyat
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~ sifirdir.Bunun sonucu ola-rak, kukla talep merkezine mal génderen p. arz merke-
zine iligkan golge fiyat sifirdir. Dolayisiyla u degerlerinin gblge fiyatlan ifade ede-
bilmesi 1¢in u, =0 olmalidir. Bu kosul-larda (1 1)'e bagh olarak , +1=O elde edilir.

Boylece sunulan Onerme kanitlanmis olur.

ONERME 1 Ulagtirma pnoblernlennde kukla talep merkezine iligkin gblge
* ﬁyat 51f1rd1r ve bunu ifade eden dual deglgken i

yiieg . 2o s

1le gtisteﬁlir. o

Kukla talep merkezine 111$k1n golge fiyatin 31f1r olarak behrlenme51yle opti-
' mahte kosullarl olarak (12) ile venlen 111§k11er (13)'e bagh olarak

u, <0 =12, . e

bigimini alir ve Onerme 2'nin temelini olusturur.

ONERME 4 Dengeh ulastlrma probleminin opnmal cHziimiinde u, dual
' degiskenlerinden en az bin sifir,dierleri negatif olacak
sekilde elde edilen u, degerleri, i arz merkezinin kapasitesini
bir birim artirmanin toplam maliyette neden olacagi
- degisikligi (klsaca, gilge fiyat1) belirler.

'KANIT : Dengeh ulastlrma probleminin opt1mal QOZumunde elde edilen
amac fonk51yonu degerl dual deglgkenlere bagh olarak i

‘m

. y0=z

._.S; U; + ZJ divs

ile ifade edilir. Herhangl bir k arz merkezinin kapasuem bir bmm artinlarak elde
edllen optimal Qozumdc amaq fonk51yonu degen

yk—z S: U .

.- 8 JIJJ+uk+v

- olur. Burada Onerme 1'e bagh olarak , +1-—O §eklmded1r Dolayisiyla u, =y, -y,
. oldugu bagka bir deyisle u, 'nin k arz merkezinin kapasitesinin bir birim art-

masiyla toplam mahyette ortaya ¢ikan deg1§1k11g1 ifade ettifi belirlenir.
Arz merkezlerine iliskin golge fiyatlanin belirlenmesine 6rmek olmasi
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U Ia;tzrma Problemlermde Dual Degz,ykenlerm Ekonomxk Yorumu |

amaciyla Sekil 3'de dengelx b1r ulasurma problemmm optimal qbzumu dual
deglskenlerm 0'ya bagh degerlenyle birlikte gt)m]mektedlr -

Onerme 2'ye gére en az bir u,=0 ve dlgerlen negatlf olacak sekllde dual
deglskenlerm hesaplanmasmda :

u1=8 < 0 | u2=5+5.<. 0 U3='3+8 <0

kosullanim saglayan degen arastmhr ve 8=-5 olarak behrlemr Bbylece u,=-5
u2--0 u,=-8 elde edlhr ve bu degerler 31r331y1a

~ $EKIL 3. Omek Problem

Toplam
Maliyet=450

- Birinci arz merkezinin kapasuem bir bmm artmhrsa t0p1am mallyet 5 birim
e | . .

- ikin_ci arz merke_zinin Kapasitesi bir birim artinlirsa toplam maliyet etkilenmez,

- Ugiincii arz merkezmm kapasnesn bir birim artmhrsa toplam mallyet 8 bmrn
azahr ' '

sekhnde yorurnlamr Gergekten de birinci arz merkezmm kap331te51 bir birim am- '
nldlgmda optimal ¢Oziim Sekll 4'de gbrulen bi¢imi almakta ve toplam maliyet 5
bmm azalma =



- SEKIL 4. arz Merkezlerinin Golge ‘ Fiyatlan

V4=04

nin golge ﬁyatlarmm bulunm351 igin izlenen yol tamamen benzer sekilde ko-
- laylikla uygulanablhr Elde edllen sonuclar agsagida Onerme 3ve Onerme 4 11e Su-

' nulmaktadu'

ONERME 33 Ulastmna problemlermde kukla arz merkezme 111§k1n gOIge ﬁyat
: 51f1rd1r ve bunu ifade eden dual degisken

(15
le g(iSteriIir ‘

ONERME 4 : Dcngeh ulagtirma problemmm optimal qozumunde ¥ dual

deglskenlermden en az bin sifir ve dlgerlen negatif olacak §ek11de i

elde edilen v, degerleri, j talep merkezinin ihtiyacinin bir binm
~ artmasiyla toplam maliyette ortaya gikacak degisikligi (kisaca,
golge ﬁyatl) belirler. '

' Talep merkezlermm golge fiyatlan icin uygulama omegi olarak yine Sekﬂ 3'de
optimal gozumu venlen ulasurma problem1 incelendiginde, 0 deeri '

Vr:BFSfQC) ‘pfzé}i55H3- V3?4“8§§C)
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UIa;txrma Problemmde Dual Degt§kenlerxn Ekonomxk Yorumu '

kosullarlm saglayan sinir degerlenyle belirlenir ve 8=8 olur. Bu durumda vl = 0
vo=-10 v3=-4 dual degiskenleri, golge fiyatlar olarak

- Bininci talep merkezmm thtityacinin bir birim artma31 toplam mahyetl etkllemez .+

- Ikinci talep merkezimin 1ht1yaC1m_nb1r birim artmastyla toplam maliyet 10 birim
- azalir, " '
- Ugiincii talep merkezinin ihtiyacimin bir borim artmasiyla toplam maliyet 4 birim
seklinde yorumlanir. 6megin ikinci talep merkezinin ihtiyacinin bir birim artmasi
optimal ¢6ziimiin Sekil 5'de goruldu Bii gibi degismesine neden olur ve toplam '
- maliyetteki degl§1k11g1n 10 olduu goriiliir.

: $EK1L . Talep Merkezlerinm Golge Fiyatlan

HL - Toplam

30 Mallycl 440

4. DENGELI OLMAYAN ULASTIRMA PROBLEMLERINDE
GOLGE FiYATLAR ~

-m tane arz merkezi ve n tanc talep merkezi ile tammlanan dengeli olmayan
bir ulagtirma probleminin ¢6ziimiini bulmak icin geregine gore kukla arz ya da ta-

- lep merkezinden yararlanilir. Dolayisiyla, ¢6ziim tablosunda yer alan sira ve
sttun sayllan t0p1am1 m+n+1 olur ve temel ¢6ziimde m+n tcmel deglskcn yer alir.
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Dual deglskenlerm hesaplanma31 amac:1yla Cii=Y; +v blqlmmde m+n denklem
- siralanur. Elde edilen denklem sisteminde m+n+1 deglsken vardir. Fakat bunlar
- arasinda, ’kukla arz merkezinden mal alan ya da kukla talep merkezine mal
- gonderen merkezlere 111§k1n dual degiskenler sifir olmalidir. Ciinkii bir kukla arz
mexkezmden kargilanan talep gerqekte kargilanmiyor demektir; ya da bir kukla ta-
lep merkezine gonderilen mal gergekte olduBu yerde birakiliyor anlamin tasir.
Dolaylslyla kukla merkez ile iliskide bulunan merkezin zaten bog kapasitesi var

oldugundan kapasitesini bir birim artirmak toplam maliye etkilemez; bagka bir

deyisle, bu merkeze iliskin golge fiyat sifirdir. Dual deglgkenlerden bm sifir ola-
rak boylece belirlendikten sonra, dlgerlen kolaylikla hesaplamr ‘ e

= TopIam arzin toplam talepten bﬁyﬁk oldugu ulagtirma problemlerine bir
‘6mek olarak optimal ¢6ziim tablosu Sekil 6'da verilmigtir. Kukla talep merkezine '

3 birim mal gonderen t¢linci arz merkezine iligkin golge fiyat sifirdir. Birinci ve
ikinci arz merkezlerinin kapasitelerinin bir birimlik artigi, t0p1am maliyet 51r331y1a
5 ve 3 birimlik azalmaya neden olacakuir. ayrica talep merkezlerinin kapasiteleri-
nin bir birim artig1, toplam maliyette sirastyla v;=0, v2--8 vg=9 birimlik artiglara |
neder olacakur . - ' , *..

&

SEKIL 6. Dengeli Olmayan Ulastrma Problemi

V1.=6 |

i
' Tom

- Toplam
. Maliyet=193

| . &% 7

Toplam talebin toplam arzdan biiyiik oldugu durumlar 191n kukla arz merke-
zine iligkin dual degisken O alindiginda, Sekil 6'dakinin tersine biitiin u;>0 ve
v;S0 eldeedilir. Bunun anlami, arz merkezlernnin kapasitelerindeki bir birimlik

- artisin toplam mallyette amsa Ve talep merkezlenmn kapasitelerindeki b1r bmmhk ,
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Ulastirma Probleminde Dual Degiskenlerin Ekonomik Yorumu
. artisin IOplam maliyete azalisa neden olacagdur.

T ' Dengeh olmayan ulaxnrma problemlermde dual deglgkenlerm aglk]amalan
- sOyle Ozetlenebilir: .

‘(')'NERME 5. Denc*eli olmayan ulagtirma problemie rinde' '

Toplam Arz > Toplam T'ﬂep 1s¢, xukla talep merkezine ait v;=0 alinir ve dlger
biitiin dual deglxkcnler hebaplandlgmda u<Ovev20

O -

- Toplam Arz < TOplam T.;ﬂep ise, kukla arz merkezine ait u. ---O alinir ve dier biitiin '
dual de 5’1*:%.enlu hesaplandlgmda u;20 Ve V;S0 olur.

- Bu kosullarda;
u;: iarz merkezinin kapasitesini bir birim anrmanin toplam maliyete etkisini

> ) talep merkezmm 1hnyacmm blr birim artmasinin toplam mahyete etkisi-
© ni behrler '

- 3. SONUC

Iﬂa§Uma problemlenndc dual problemm sonsuz sayida ¢Ozliimin bulun-
mas1 nedeniyle dual deiskenlerin ekonomik yorumunda bir karmasiklik ortaya
- ¢tkmaktadir. Bu ¢alismada, kukla arz ve kukla talep merkezlerine karsilik geler
- dual degiskenlerin O olarak belirlenmesiyle ekonomik yoruma actk dual degisken

degerlerinin elde edildid gOstenlrm§ur o

 Dengeli ulagtirma problemlennde arz ve talep merkezlerme 111§k1n gOIge fiy-
atlann elde edilmesi i¢in dual degiskenlerin iki kez ayn ayn hesaplanmas: gerek-
mektedir. Dengeh olmayan ulastirma problemlerinde i 1se kukla merkeze ait dual
degiskenin O alinmasiyla bir defada ekonomik yorum icin yeterli ¢6ziim buluna-
- bilmektedir. Ayrica Caver ve Thompson'un da belirttigi gibi, her iki durumda da
gOlge fiyatlann hesaplanmasina esas olan yaklasim, arz ve talep kap351tclenn
iliskin duyarlik analizinde: kullamlabllmektedlr (Gaver ve Thompson $370, 38

145).
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ECONOMIC IN TERPRETATION OF DUAL VARIABLES IN
TRANSPORTATION PROBLEMS

SUMMARY .

The dual of a transportation model has infinite number of dual solutions
corresponding to each basic feasible solution of the primal problem. This fact 1m-

_ phes a special economic interpretation of dual variables which satisfy certain con-

ditions. ‘This paper begins by examining the primal and dual of the transportation

problems Economic mterprctauon of dual variables are then discussed in detml
for both balanced and unbalanced transportation models '
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