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OZET

Dogrusal olmayan regresyonda degisken varyans ve diger sorunlar
modellere nazaran daha kompleks bir yapida ortaya
ctkmaktadir. Bu ¢alismada, veri diniigtirme teknikleri, &zellikle "Iki
Yanli Dénigstirme” ybntemi incelenmigtir. Verilerin ¢arpik ve degisken
varyans &zelligine sahip oldugu durumlarda bu yéntem yararli olmak-
tadir. '

GIRIS

. Regresyon analizlerinde genellestirilmis En Kiigiik Kareler (EKK)

yontemine alternatif olarak iki yanh doniigtirme yontemleri de degisken varyans '
problemine kars: kullanilabilir. Veriler modellenirken tesadiifi hata teriminin yok-
lugunda y bagiml degiskeni x tahmin degiskenlerinden

Y-f(x B) . s ' (1)

determinisuk 111$le1 ile tahmm edilebilir. ancak gergekte dcglskcnlenn dlqumﬁ e
sadiifi bir hata unsuru icerdifinden bOylc bir detcrmnmsuk iligki kullamlamaz. Bu-

nun igin gu varsayimlan yapiyoruz.

(2)

E(y)=f (x. B)

 y-fxP=u, var ()=var@=o2 3

“uhata téﬁmi‘herbir X iqin 5zdes olarak dafilmaktadir. 4)
u hata terimi herbir x icin birbirinden baglmsn olarak dagiimaktadir . (3)

Kuskusuz, (4) varsayimi (3) 'i ima etmektedir. Ancak bazen (3) var-
sayimni ile yetinilmekte oldugundan bunlan ayn ayn gosterdik. Hatalar normal

dagildifindan B nin EKK ile tahmini etkin olmaktadnr Buradan besmcn varsayim
- Hatalar normal olarak dagilmaktadir. ' - (6)

Dogrusal olmayan regresyon uygulamalannda (3) ve (4) nolu varsaylmla-

(*) Yrd.Do¢.Dr. 1.U. 1.1.B.F. Ekonometri Boliimi.
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rn ciddi olarak ihlal edildigi génilmektedir. Bu qallsrrianm baglica amaci, (3) ve
(4) nolu varsaylmlann'_ihlali yani dedi sken varyans durumunun analizidir.

Degisken varyansm gbzlenme31 durumunda B lann tahmini i 1qm iki temel
strateji kullanilabilir.’ Birincisi, hatalann normal dagildig1 varsayimi altinda

agirhkh EKK (iterasyonlu) yontemini kullanmaktadir. Ikinci strateji ise, hata te-
-nminin normal dagilim varsayimi yerine sabit ‘varyanslh bagka bir dagilim varsay-
maktadir. Bu starateji igerisindede iki 6nemli secim mevcuttur. I1ki hatalann gam-
ma dagilimina sahip oldufunu varsaymak. Gamma dagilimi, bir iistel dagilim
ailesi oldugundan bu bizi genellestirilmis dogrusal (olmayan) modellere
goturecektir. Bu konu titiz bir sekilde McCullagh ve Nelder (Mc Cullagh, 1983)
- tarafindan tartigilmaktadir. Burada tahmin metodu normal dagilimh gézlemlerde
- olduu gibi iteratif airhkli EKK yontemidir. Ikinci yaygin segim alam ise, verile-
rin log-normal dagilima sahip oldugunu varsaymaktadlr Yani y'nin logantmalan '

normal dagilima sahiptir. Iste bu sonuncu 1k1 yanh donigtiirmeye bir 5mek tegkil
ctmektedlr sbyle ki, '

Iny=In[f(x.B)]+ N ' - | v (7)
olmakta ve u klaSlk varsaylmlan en azindan yaklaslk olarak saglamaktadlr

Logamma diginda baska dOnusturmeler de sabxt vaxyans '~ normal daglhml \

- tle temsil edilebilir. h (y, A) fonksnyonu Box-Cox (Box- Cox, 1964 21 1-46)
ustel donlistiirme ailesi olup .

' 0y - l)lkcgcr A# 0 ise
h(y,M={ o 8)

iy . cger A= 0 isec

ile verilmektedir. A = 0 olmasn logaritmik doniistiirme anlamina gelirken A= 0.5

karckok donustunncm A =1 karckok d6niistiirme olmamasi anlamina gelmekte-
dir. Asagida bu metodu ayrmull olarak tarusacaglz
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2.4K1 YANLI DONUSTURME METODOLOJIS!

(1) ile verilen genel bir dogrusal olmayan regresyon modelinde toplumsal
normal daglhmh bir hata terimi varsayimi yaygin bir uygulamadir. Yani ular 0
ortalama ve 62 sabit varyansi ile normal dagilima sahiptir. Ancak ¢ogu kez
kalintilar heteroskedastik (degisken varyansh) ve/veya carpik olmakta ve agin u¢
- degerler icermektedir. Tek bagina heteroskedastisite genellestirilmig EKK ile gide-

rilebilmektedir. Fakat asin normal-dist dagilimls u'lar durumunda varyansin tersi
le aglrhklandlrmak yeterli olmamaktadlr ‘

>,

_ Carplk verilerin modellemesi icin iki iyi gelismis yontem mevcuttur. Bir
- yaklagim, u'nun yofunluBunun parametrik bir ¢arpik yogunluk sinifi, sézgelimi
gamma yogunlugu, icerisinde olmasina izin vermektir. Bu yaklagim ge-
nellestirilmis dogrusal modeller olarak bilinmektedir. Bu ¢aligmada biz, y'nin
simetrik bir dagilima doniistiirtlebilecegini varsaymaktayiz. Uygulamada ge-
- nellestirilmis dogrusal modeller ve doniistiirme modelleri baganl bir sekilde uy-
~ gulanmaktadir. Ancak her iki yontem de esasen dogrusal olmayan modelleri de
kapsayacak gekilde genellestirilmelidir. Omegm genellestinilmis dogrusal modell-
-er genellestirilmig dogrusal olmayan modellere genigletilebilir. h (y, A), y igin A
parametresi ile indekslenmig bir doniigtiirme ailesi olsun. Bir gok 6mekte A skaler
olarak verilmekle birlikte bu gart degildir. Genel olarak y igin h (y, A) nin mono-
- ton bir fonkswon olmasi gereklidir. Aksi halde h (¥, A) igin bir model, 'y i¢in bir
' modeh dbnustunnemn tersi ile yeteri kadar genellesuremez

En yaygin kullamlan donistirme (8) ile verilen Box-Cox dbnusturmesndlr
- Bir bagka muhtemel durum ise kayan iistel doniigtiirmedir. Yam '

. h(y, *

M) = [y - 0] ) m) ‘ 9)
. (8) in Kullanimi y'nin pozitif oldugunu va ymaktadxr Eger y muhtemel
bir minimum degere sahip ise 0 zaman, W 'niin uygun segimi ile (y - p) de pozitif

yapilabilir. Kayan iistel dbnuslurme Atkmson (Atkinson, 1985) tarafindan
' eu‘aﬂlca tam§11maktad1r

' DOniigtiirme ailesi secildikten sonra (1) ile venilen model

h@AW=h{f G A+ . e

ile ikame edllmektcdlr Bu modcl "iki yanll dbnusturme" olarak amlacak ve iYD
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~ bu takdirde (10) nolu model, (1) nolu modeli Ozel bir durum olarak icermektedir.

‘Murat Karagéz

ile kisaltilacakur. Bu model sunu ifade etmektedlr y ve f(x, B) e ayni

' dOnusuume islemi uygulandiginda kalintilar sabit bir varyans ile normal daglluna
. sahlp o]maktadlr (Carmll ve Ruppert 1984, 321-8) . . ’

Sl Buradakl dusunce sOyledir. qublr varyans kaynagl olmadlgmda, yaniu =
0 ise, model (1) ile model (10) esdegerdir. Sabit varyansli simetrik bir hata te-
rimi elde etmek icin y'yi dbnusturmeye tabi tutuyoruz. Daha sonra aym
dbnusturmeyl f (x,B)'ya uygulayarak y ile x arasindaki 1liskiyi muhafaza etmis
oluyoruz. (10) nolu denklem tesadiifi degismenin modele ¢esitli sekillerde gir-

mesini saglamaktadir. Hatta eger h (y, A) baz1 Alar igin y bakimindan dogrusal ise

- Gerektiginde doniistiirme yapmama segenegi de meveuttur. Omegm Ho: A =1 ile
' venlen 3 dOnusturme gereks1zd1r" hipotezini test edebllmz ‘

Cox modelinden on farkh oldugu vurgulanmahdlr Box Cox modelinde, bagiml
~degisken y dOniigtiirmeye tabi olurken f (x, ) regresyon fonksnyonuna dokunul-
‘mamakt f (x, B)'min basit bir formda 6émegin dogrusal se¢ildifinde bunun

‘ dOnusturulmemls bag1m51z degisken y'ye uymadig durumlarda Box- Cox :
_ dbnmtunnesn GOk uygun olmaktadir. h dOnusturmem f (x,B) fonksiyonuh

(y, A)'ya uyacak sckilde secilir. BOylchkle h'nin normahte ve sabit varyan81.
~ saBlayacag bcklcnmeklcdlr

' - Bizim doniigtirme modclimiz halihazirda y=f (x B) regresyonunun yeterh
bir uyuma sahip oldugunu varsaymakla beraber kalmtllarm degigimi normal-dig:
ya da heteroskedastiktir. Bu  6zellikle iktisadi modellerde makul bir varsayim ol-
maktadir. Zira fonksiyonel bi¢im ¢ofu kez a priori olarak iktisat teorisi tarafindan

sinirlanmaktadir. Degisken varyans veya normal-digi daglhm durumunda regres-

yon fonksiyonunu yeniden tek yanli olarak modellemek yerine 1k1 ‘'yanh
d()nuslunnc yapmak fonksiyoncl bicimi bozmayacakm '

- Kahintilann dcglslml qarplkhk veya hetcroskedasnsne serglhyorsa O zaman

basit olarak agirliksiz EKK ile y'nin f (x, B) ya regresyonu yerine, 1YD
ySnteminin kullamlmam icin birkag neden mevcuttur. {1k olarak, normallte ve ho-
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, moskedasusxteye dbnustmme B parametre vektbrunun daha etkin tahmm edllmem

Regresyon modellerinde iki yanli d6niistiirme diigiincesi uzunca bir za-
mandir giindemde olmakla beraber geleneksel olarak, esasen dogrusal olmayan
modellerin dogrusallagtinlmasi alaninda kullanilmakta idi. Literatiirde f (x,B) reg-
resyon fonksiyonunun basit bir dOniigtiirme ile, s6zgelimi ¢arpmaya gére tersi
veya logaritmasi alinarak, parametreleri agisindan dogrusal hale getinldigi bir cok
- Omek mevcuttur. Ancak modemn dogrusal olmayan paket programlarmda artik bu
tir doniigtiirmeler gereksiz hale gelmigtir. Hatta dogrusallagtirma doniigtiirmeleri
asimetri veya heteroskedastisiteye yol acarak EKK tahminlerinde 6nemli Olclide
etkinlik kaybina sebep olabilir. Box ve Hill (Box - Hill, Technometric, 385-9 )
dogrusallastirmanin heteroskedastlsnteye ve fiziksel olarak tahmini miimkiin ol-
mayan parametrelere yol agtig1 bir 6rnek vermektedir. Box ve Hill bu durumda,
doniigtiirmeden vazgegmeyip ortaya ¢ikan heteroskedastisiteyi agirliklandirma ile
giderilmesini 6nermektedir. Carroll ve Ruppert (Carroll - Ruppert , 1984a) ho-

moskedastisite i¢in bir doniigtiirme ile ayni Olqude 1y1 bir uyumun elde edilebi-
leceglm gostenyorlar.

ki yanll doniistiirme teknigini kuskusuz veri analizcileri normalite ve ka-
rarli varyanslara ulagsmak i¢in zaman zaman kullanmlslardlr Snee ve Irr ( Snee,
Irr, 1981, 77 - 93) bu fikrni analizlerinde kullanmiglardir. Ancak IYD'yi istatistiksel
bir teknik olarak ilk 6nerenlerin Carroll ve Ruppert (Carroll - Ruppert , 1984a)
olduBu goérilmektedir. I'YD'nin &zel bir hal olarak bir bagka erken uygulamasi
Leech (Leech, 1975, 719-25) de goriilmektedir. Bu aragtirmaci, 1YD'yi, hata te-
‘nminin garpan olarak mi (iistel dSniistiirmede A =0 'a kars1 geliyor ) yoksa to-
plumsal olarak mi1 (A = 1 'a kars1 geliyor ) modele girecegine karar vermede kul-

lanmaktadir. Leech A 'min diger degerlcnne de bazi an]amlar venlebilecegini
' Onerrmsse de daha fazla konu ile ilgilenmemistir. |

- Bir basgka kullamsh model ise d6niigtiirtilmiis y(l) bagimh degiskeninin
d(inustumlmus aciklayici dcglskcn x(A) tizerine regresyonudur. Yam

y(l) =a0+alx(7‘-) +Uu I o . (ll) _

Bu model 6zcllikle x degiskeni y'nin geckaeh dcgcrlcn oldugunda uygun
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~ olmakta ve bir ARIMA (Autoregresswe Integrated Movmg Avarage) modellm
- uyarlamadan 6nce zaman serisinin doniistiiriilmesinde yaygin bir pratiktir. Omek
~ igin bakimiz Hopwood ve dif . (1984, 57-61) ve Box ve Jenkins (1976). Egy ve
Lahiri (1979) nolu modeli heteroskedastik hatalarda kullanmaktadlr (1979). Bu
model aym1 zamanda y ve x degiskenlerinin aym miktarlannin farkh &l¢iim birim-
leri s6zkonusu oldugunda kullanilabilir. Omegin Leurgans (1980) iki 6lciim ile 11- "
gili testlerin kargilagtinlmasi icin log- -donustirme yapmaktadlr Model (11),

yA) =[Bg+Bjx] h e g5l _ (12)

1ki yanls dﬁnusturmesme benzcmektedxr ag ve PBo degerlen sifir oldugunda bu iki
model 6zdes olmaktadir. (12) nolu doéniigtiirmenin bir avantaji, x degerleri veri

iken 30 + B1 x degen y'nin sarth beklenen degen oldugundan A bilinmese dahi

B1 Ikusadn olarak anlaml bll’ parametre olmaktadlr (11) nolu 1fadeden ynin
sartli medyam

h-1[o+ oyx (D), JL]

‘olup, bilinmeyen A degennc baghdir. Buradah -1 (y + l) sabit Aile y nin fonk-
siyonu olan h (y, A ) nin tersidir. Yani, --

_ h -1 [h ()’; A), A]""'"':""
-olmaktadir.

. Iki yanl dniistiirmenin sadccc bagiml dcglskenm dOnustumlmesn" yak-
lagimi ile cakisiigh mekleme durumlan da mevcuttur. Omegin k-Omeklem duru-

mundai=1...... k olmak lizere i inci yifindan n; ; boyutlu Omekleme sahip

oldugunu dusunchm Bu durumda IYD modeh '

h(yu.x)-h(u,.k)+u., . e (13)

burada Yij .1 1nCi ylgmdakl J Inci gbzlem, ve u ise sabit varyansll bagimsiz nor-
mal bir dcgnskcndnr Bagimsiz deglskcmn dOnusturulmesn modcli,

Dohp abieas s o ' (14)

olur (13) ile ( 14) arasindaki tek fark y;, ile ©; 'nin anlamindadir. (13) de Mi, Yij
nin medyamdir. Oysa (14) de 6;.h (¥ij A) nin hem medyam hem ortalamasidir.
Burada dlkkat edilecck husus 6;=h (K;, A) dir ve yemden paramctrclemede en cok
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~olabilirlik tahminleri deglsmekle ayni iliskiyi saglamaktadlr Buna gbre, iki yanli
‘doniistiirmeden bagimh deglskemn dontigtiiriilmesine ya da tersi olarak, yeniden

- tahmin yapmaksizin sonuglann gevrilmesi miimkiindiir. Aym zamanda, x'ler veri
iken, her iki model de y'nin aym dagilim tahminlerini vermektedir.

Ho: 1 =... = W sifir hipotezini ancak ve ancak Hp:0; = ... = Mk sifir

- hipotezinin dogrulugu halinde dogru oldugundan bir grup etklsml test ederken
modeller esdeger olmaktadlr ' '

Tahmm amaclan 1 1(;1n 1ki model farkll farkll davramsa sahlptlr (14) mode-

lindeki 9 biliyiik varyanslara sahip olacaktir ve 7L1 le de, bir hayli korelasyonlu o-
~ lacaktr. bakimiz Bickel ve Doksum (1981, 296-311, Box ve Cox (1982) ve ke-

- sim 3. (14) modelini Hmkley ve Runger ( 1984, 302-8), lizerine sartli olmasim
Onermektednr veri iken 7\. nin garth varyansi kuquktur fakat tahmin edilen para-

metre E | 9 ?L ] olu/p stokastiktir. Model (13) de, i ‘niin meklem degiskenligi
- dusuk olmakta ve A ile yiiksek bir korelasyon icerisinde olmaktadir. Bu durum.
A bilinmese dahi Hi nin iktisadi bir anlami olduu gercegi ile ilgilidir. Eger (13)

~ modeli kullaniliyorsa, Hinkley ve Runger'in sarth yaklagiminin gerek51z oldugu
j gbruluyor -

IYD modelinin b1r baska takdum Snce (1986) tarafindan yapilmaktadir.

Snee'nin bu mukemmel makalesinde bir dizi 1lgmq uygulamalara yer verilmekte-
dir. ‘

Box ve Cox'un “bagiml deglskenm dOnusturulmem yontemi ile 1YD
yontemi arasindaki 111§k1y1 aragtiran bir ka¢ makale mevcuttur. Carroll (1982,
149-52) agin uglann tahmin edilen doniigtiirme parametreleri {izerinde Snemli et-
kilerinin oldugu bir 6mek vermektedir. Carroll bu makalesinde, dlyagnosuk ve
robast prosediiricre olan thtiyaca igaret etmektedir. Robast Box - Cox tahminini
u;eren makalcler arasmda Andrews (1971 249- 54) , Carroll (1983 411 16) (2

bu yaygm bir uygulamadlr Carroll (1983, 217 22) ve Doksum and Wang
(1980,1224-33) doniistiirme gercevesinde regresyon parametreleri hakkinda

- yapilan hipotezlerin testini tarigmakitadir. Carroll ve Ruppert (1981, 609-15; «

1984b, 312-13), x'ler veri iiken, doniigtiirilmemis y'nin 6n tahmini ile ilgilen-
mekte 6zellikle ynin sarth medyanin tahmini tizerinde durmaktadir.
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 3.HETEROSKEDASTISITE, CARPIKLIK‘ VE DONUSTURME

DOnustunne ySnteminin akillica bir kullamml bunlann normaldlslhk var-
yans heterojenligi {izerindeki etkisinin anlasilmasini gerektirir. Bu kesimde, var-
~ yans ortalamanin bir fonksiyonu oldugunda doniistiirmenin heteroskedastisiteyi
- nasil gidermekte oldugu ve doniigtirmenin i¢biikey ya da digbiikey olugunun

carpiklik iizerindeki etkileri aragunimaktadir. -

Varsayalim ki, baz1 g fonksiyonlan ve bir © sabiti igin, y; tesadiifi
-~ depiskeni ; ortalama ve o; 2 varyansina sahiptir yleki, 6; = Gg (}4;) gibi fonk-
siyonel bir iliski mevcuttur. Bartlett (1947, 35- 52) de gosterildii gib1 eger y;

~ degiskeni h (y )’ ye doniistiiriiliirse 0 zaman h (y ) nin varyansina basit bir Tay-
lor acthimiyla s6yle yaklagilabilir. '

var(h()’1)) =E[h(y; ) h(u-l)]z
—(h (Ki) )? E[YI ~Hi ]2
=((ui)12 [og(pi)]2

 burada h', h nin tiirevini gostermektedir. Bundan dolay: eger, h ‘ (y) ile [g(y) ] -
“dogru oranuli ise h (y i )'nin varyansi yaklagik olarak sabit olacaktir.

~ Tipik olarak g pozitif ve h ise monoton artan olacaktir. h nin monoton
olusu doniistirmenin yorumunu kolaylagtirmaktadir glinkd, y ile bafimsiz
degiskenler arasindaki bazi niteliksel iligkiler dmegin y'nin herhangi 6zel
bagimsiz bir degiskenin artan bir fonksiyonu olmasi, monoton bir dbnusturme
‘durumunda muhafaza edilmektedir. Hatta eger y 1¢in bir bngbru model1 de
amaglaniyorsa bu durumda, h nin tersi alinabilir bir déniistiirme olmasi esasuir.
Gencl olarak y; daha kiiglik bir varyansa sahip oldugunda veya h nin ikinci tiirevi
bmncuyc nazaran kiiciik oldufunda doniigtirme dogrudur denir.

g 'nin tissel bir fonksiyon oldugu birgok Onemll calisma mevcuttur. Ote
yandan, h de iissel ya da degistirilmig tissel bir fonksiyon olabilir. Omegm pO1Ss-
son dagilimh veriler igin g (1) = pl/2 ve buradan h (1), 112 nin dogrusal bir
fonksiyonu olmakta ve A = 1/2 degeri de Box - Cox doniigtiirme ailesi icerisinde

kalmaktadir. Eger g (), pL ' yc esit isc 0 zaman defigim katsayis sabittir ve h'(jt)
de p — 1 ile oranul olmalidir. Bu gekilde, log-doniigturme varyansl kararli hale

getirmekitedir., Gcncl olarak g(p) = |t (1-A) oldugunda o0 zaman h', p (A-1) ile o-
rantili olmahdir. -
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 Van Zwet (1964) nisbi olarak (saga dogru) carpiklifin bir tanimim vermek-
‘tedir. Eger R(t) = G -1 [F(t)] konveks (disbiikey) bir konfeksiyon ise G'nin
dagiliminin F'ye nazaran (safa dogru) daha carpik olacagim tamimlamaktadir. Bu

diistincedeki mantigh gérmek igin, eger bir x degiskeni F—daglhmh olacagina dik- ‘
kat edilmelidir. Konveks bir R fonksiyonu artan birinci tiireve sahip olacagindan,

x'ten y yaklastiran bir §zellikte olacaktir. x'e nazaran y'nin sag tarafi daha uzun '
ve sol tarafi daha kisa olacaktir. Bu sebepten van Zwet'in tamimi, ¢arpiklik kav-
raminin hassas bir matematiksel kavram halme dbnustunilmesndlr ‘

4.SONUC

Dogrusal olmayan regresyonda degisken varyans problemi bu ¢aligmanin
“eksenini olusturmaktadir. Bunun icin ¢esitli doniistiirme ySntemleri incelenmistir.

Doniigtiirmeler heteroskedastisite ve normal-disihif giderebilirse de ikisini
~aym anda gidermesi garantili degildir. Egsanli olarak carpikhi gidermek icin
doniistiirme ve varyans: kararli hale getirmek icin agirhiklandirma gerekebilir. |
Asm u¢ degerler parametre tahminlerinde 6nemli bir etkiye sahip olabilirler.

‘ Omegm bir agin ug biiyiik bir carpiklifa yol agabilir ya da haddizatinda normal ve
“homoskedastik olan bir veri kiimesini heteroskedastik bir gekilde gosterebilir.
Tersi durumda, saga dogru bir ¢arpiklik sol taraftaki agin bir ug ile maskelenebilir.
- Kiigiik varyans degerlerinde asin bir u¢ deger heteroskedastisiteyi saklayabilir.

Yukarda 6zetlenen 1ki yanh dOniigtiirme yontemlen ile parametrelenn tah-

* mini igin gesitli paket programlar geligtirilmigtir. SAS ve SHAZAM yaygin olarak
kullamlmaktadlr ‘ o

' SUMMARY

~ Nonlincar regression models often exhibit combinations of nonconstant
variance, outlicr and skewness. In this study,we discuss data transformations,
~ particularly the technique called "Transform Both Sides". This technique is
usually found very useful when fitting nonlinear regression models to data that
~ exhibit skewness and nonconstant variance. ' it
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