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SINIR INTEGRAL DENKLEMLERININ
ZAYIF FORMULASYONU UZERINE
Samlm DUNDAR(*) e Gonca ONARGAN(**)
- GZETJ

Bu ;:al:gmada sintr degnr problemlenmn yaklpe:k say’'sal gorﬂmunu
veren Sinir Elemanlar Yénteminde sinir integral denklemierin elde edil-
" mesinde Agirlikli Artiklar Yontemi genel bir L dlferanSIyel operator Iigin

venlmt§ ve sinir mlegral denklemlier elde ed:lm:;t:r '

_ Sm:r deger problemlenmn varyasyonel formufasyonu ag::klanm:§
ve zay:f formilasyon geneilegtirilmis Green formulu He problemin. temel
~ gozumune gore ifade ed:lm:;t:r |

Sinir Elemanlar Yonteml egri sinirlara sahip dizlem potans:yel
problemlerde Laplace operatérd igin gelistirilmistir. ‘Yéntemin incelen-
~ mesinde yaklagik ¢oézimiin dugum noktalarindaki say:sal degerierin sabit,
~ dogrusasl ve kuadratik simr elemaniar kullanilarak < nasil bulundugu
~agiklanmg, sayisal uygulama ise kuadratik sinir elemanlar xullanilarak
_elde edilen sonuglar tem sonuglar ile karsilastiriimistir.

GiRis 4

1.

_ Gunumuzde uygulamah bmm ve teknolopk alanlarda ortaya glkan gelisme
bilim dallart arasindaki yakiasimi etkilemektedir. Be nedenle ortaya cikan fen

ve muihendisligin cesitli problemlerinin matemank modelleri genellikle adi ve

~ kismi diferansiyel denkiem veya denklemler sistemieridir. Kurulan matematik

~model ile verilen fizik sistemin uyusmas! problemde verilen bazi ilave kogullar

~ (sinir kosullan) ile saglamr Bu Kosullar ile diferansiyel denklem blr SInir
= deger probleml te§k|l eder. : '

_ Analmk qozumu bulunmayan veya analmk gozumun bulunmas! zor olan
smlr deger problemler igin  ¢egsitli sayisal ve yaklag,ak yontemler
geh§t|rllmu§t|r Sonlu farklar, belirsiz parametreler, soniu elemanlar

yontemler sinir deger problemlermm saylsal ve yaklaglk (;ozum!erum veren
yontemlerdlr e -

Bu gah§mada dogrusal, homojen kssml turevlu diferansiyel denklemle
verllen sinir deger probleminin zayif formilasyonu Agirhkli Artiklar Yoéntemi
ile elde. edilmigtir. Bu zayif formilasyonda problemin diferansiyel denklemi

‘ ; sinirda tanimli bir integral denkleme indirgenmis, Sinir Elemanlar \romeml uy-
gulanarak problemm yaklaglk cmumu oo sl gtlir
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Sinir Integral

2. SINIR DEGER PROBLEMI ve KENDINE EK SINIR DEGEH
‘PROBLEMI

. Elemaniar x! = (xq, X2, Xn) ile gosterilen IR" uzayinin basit
‘bagimh R bdlgesinde, x bagimsiz degigkenlerinin L turev operatoru ve bilinen
- bir b( x ) fonksiyonu verildiginde

S x‘)]=b(§),xeR . . - , . ' ‘(2.1)

. diferansiyel denklemi ile beraber u ( x) bilinmeyen fonksiyonuna R
bdlgesinin F = d R sinirninda F, operatdrleri uygulandiginda

Filu (x)]=f i4) X e ¥F . (2.2)

E

denklemlen bir sinir deger probleml tanimlar. (2.1)  denklemine sinir
~ deger problemmun diferansiyel denkleml (2.2) denklemine sinir deder prob-

leminin sinir kogullar denir.

‘ (2.1) ve (2.2) denklemleri ile tanimlanan sinir deger problemmde L ve Fi
operatorleri dogrusal ve b (x ) ile fi (x) (i = ..,k) fonksiyon-

larindan en az birisi sifirdan ﬁf'a'rkrh ISe probIEm homojen olmayan dogrusal
- sinir deger problemldlr 3 7

Uygulamada kar§||a§|lan sinir deger problemlennde (2.1) denklemmdekl
L [ ] tirev operatdr genellikle kendi ek operatdéri olarak bulunur. Bu nedenle
(2.1) diferansiye! denkleminin sol yani R ¢dzim bolgesinde yeterince duzgun V
. fonkswonu e qarplllp tirev islemleri v fonksnyonuna geqmllrse

(L[u])v-»(l.*[v])u+ e £ 2(29)
|fad95| elde edilir. (2. 3) de sol yan L [u] e v fonksnyonunun

(LIUI v) = 9 (L [u])dR o ~{2.4)
19 Qarplmudnr. L* L operatériinin ekidir.. (2.3) de butun tlrev iglemleri v
fonksiyonuna geginceye kadar k|5|mlara aylrma uygulanirsa Lagrange 0zdesligi

(Ll v) . UM)sPRY e 0 (28)

elde edilir. (2.5) de (P [uyv] , 1) g sinir terimi ikili katki tenmldnr

- Dogrusal bir sinir deger problemlnm R ¢dzim bolgesinde yeteri kadar
duzgun ve Fi[ul = Fi[v] =0 (i = ..,k) homojen sinir kosullarini saglayan
herhangi iki u ve v fonksiyonu igin : =

- (2.6)

S L{[ulvdR= S ulL[v]dR
g




~ Samim Dindar - Gonca .Ohafgan

kosulu saglaniyor ise sinir deger problemlne kendine ek sinir deger problemi
- denir. - - ,

2.1, GENELLEsTiRILMis GREEN FORMOLO

(2. 1) ve (2. 2) denklemleri ile verilen sinir deger problemmde L kismi
tlrev Operatoru ise P [u ,v] ikili katk! terimi integral alma sonucu elde edilen
[u] P [ ] [ ] 3" [v] (vektdr) sinir tiirev operatorler cinsinden

L (P[va])F=(~ [V ) (F[U )
lle venhr ve genellestiriimis Green Formili

L) -t () = [F o), 8w)) - (L) & [v]) _ 27)

seklinde tanimlanir, L kendine ek Operétér icinlL =L velr =", G=0G" olur

(2.2) denklemi ile verilen sinir kogullarinda u(x) ¢6zum fonksiyonunu ve
L tirev operatdriiniin mertebesinin yanisinin bir eksigi mertebeden ya da daha
az mertebeden turevlen |qeren sinir kogullan (2 7) genellestirilmis Green
- formulinde

Flu)=

esas (geometrik) sinir : kosullari, esas sinir kogullari diginda kalan sinir
kosullan da ' '

G(u) g

dogal (natural) sinir kosullari olarak ortaya anar,
2.2. Sinir Degeﬂr Probleminin Varyasyonel (Zayuf) Formulasyonu

. Uygulamali problemlerde (2.1) ve (2.2) denklemleri ile verilen sinir
deger probleminin klasik ¢ozUmiUnin [diferansiyel denklemin mertebesi kadar
tiretilebilen ve sinir kosullarini saglayan ¢ézim] elde edilmesi yerine klaS|k
¢Ozum uzermdekl kosullarin zaylflatllmaswla (2.1) denklemmln

(L [U], V) = (b,V) o
' ' (2.8)
* varyasyonel (zayif) formunun saglayan gozumlerm (zay!f ¢ozumlerin) bulun-
mast amaqlamr ’




Sinir Integral

-~ (2.1) ve (2.2) sinir déger probleminin varyasyonel formulasyonu u
( x) ¢dbzum fonksnyonunun (2.1) dlferansuyel denklemi ve (2. 2) sinir kosullarini

aglrllkh artiklar anlamunda saglama5|d|r O halde

M eBIAE x 2R L e

diferansiyel denklemi ve

CFlul+f(x)  xeFy (Esassmrkoguly) (2.10a)

Glu)]+ g(x)  xe Fp (Dogal sinirkogulu) ~ (2.10b)

- lemr kosullar ile verilen sinir déger probleminin zayif ¢ozumu (2.9) denklemi-

nin her ki tarafi deneme (test) fonksiyonu denilen yeterince dizgin ve -
(2.10a), (2.10b) sinir kogullanm saglayan v(x) fonksiyonu ile garpilip R

¢6zUm bolgesinde u(x) ve u(x) fonksuyonlanmn turevlen dengelenmceye kadar

kisimlara ayirma uygulanarak u ve v fonksiyonlarinin D[u] D [v] turevlerine
gore ' e >

§(L[u] +b) voR = SF (V] Glu] F + S(bv+plulplv]) &R
seklinde véyé '
(L[u] + b.v)a= (F[v]. Glul)e+ (bv)a+ (D [u]. DIVI)A- (2.11)

- seklinde elde edilir.

(Varyasyonel

'2.3. Sinir Deger Probleminin Agirlikii Yontemleri
Yaklagim Ydntemleri) ile Yaklagik Cozima

_Ag|r|.tk|| Artiklar yonteminde f(2.9'), ' (2.10) sinir deder probleminin R
c6zUm bdlgesi ve dR = F sinirinda tanimii, sirekli, tam (complete) olan bilinen

~dogrusal bagimsiz Ni (x) (i=1 ..... k) koordinat fonksiyonlarinin agirhikli toplamt
U(x)—-ZSN(x)' T s - (219
=1 e | *

o (;ozum olarak kabul edilir. Bu qozume deneme ¢6zUmU, bilinmeyen
‘agirhklara” &; (i=1,....k) belirsiz parametreler denir.Belirsiz parametrelere

- deneme qozumunu gerqek ¢ozUme en |y| yaklagtlracak §ek||de belirlenir.

' (2.9) ve (2.10) denklemlerl ile verilen kendine ek sinir deger probie-
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minde, (2.9)-diferansiyel denklemi R ¢6zim bdigesinde tam olarak saglayan,
- (2b10a) ve (2.10b) sinir kosullarin ise yaklagik olarak saglayan u (x) deneme
fonksiyonlariyla yaklasik yapilarak ¢ozUumun elde edilmesi sinir Elemanlar:
Yonteminin esasini olusturur. (2.12) denklemi ile tanimlanan deneme ¢ozumdu

~(2.10a) ve (2.10b) sinir kosullarini yaklagik olarak sagladugl |<;|n (2.10a) ve
(2. 10b) sinir kosullarinda sinir artiklari (reznduler)

cnflu]l: (%o xeF Wi (2.13a)
~ 1 ~ ~ . _ f |

o b

L og=nluliges - oykF o : = 199)
Y -~ - 5 e ' l ' -

olur, u’ (x) yaklasik qozumler Icin bu artlklarm en kuquk olmasi |sten|r Bunun
1gin

t o, (x)dR #0 (i=1,2,...k)
R : ‘ '

seklinde w; (x) agirhk fdnksiyonlarl segilerek

 E=(L[u]l+b o (x) R= Eg o, (x)_-CR =0 (i=1,2,....k) (2.14)
T s g _

yazilabilir. (2.9), (2.10) sinir deger problemmln R bolgesi ve F sinirinda e,

£4,€, artiklarnin o, 01, O, agirlik fonksiyonlari ile agirliklandiriimig varyas-
yoriel ifadesi 5

E e, o) dR + g e, 01 (x) F+E g,0p(x)dF=0 - {215)

dir. @, 04, o, agirlik fonksiyonlarinin

LT Poags .

- = OU o W A , ' ‘ ' (2.16a)

©=CG@=6G@ux L P e A6
=-F(0)=-F@ux) e S gy

H P L4 P

segimi ile (2.15) agirhkl ifadesi kendine ek L tlrev operatér IGiN

E (LU +DedR+E (F[u]- 1) Glo)dF
R L T e AR s
B o = bl - (2.17)
| +§(g- Glu]. F(w)dF =0 .
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" seklinde elde' edilir.

Bu Qalnsmada (2. 9) (2 10) SINIT deger problemmde kendme ek L turev
. .operatoru Laplace operatoru olarak sequlmng deneme (yaklagik) qozumun =
bélgesinde ve dR = F sinininda olugturdugu €4 = Au +b, €4 = U- ‘U, €2 = Q-q
“artiklar ile sinir deder probleminin gozumu_ '

(2.18)

sinIr mtegral denklemm ¢6zimine (varyasyonel probleme) donU§turulmU§tur.
(2.18) denkleminde u ¢dzUminun normal tirevi q _B.U ille tanimlanir, Fy sinir

pargast izerinde verilen (2 10a) es?s sini lfogulu = F2 S I parg.s! Uzer...de
‘ venlen (2.10D) dogal sinir kosulu

(2.19a)

F (U)=u,§ = u (Dirichlet sinir k'ogulu) e Fi

el

G (U) = q, q'=1 a (_Néumann SiNir k0§U|U) Fx E‘ Fz 5 (21gb)

olur. (2.18) denklémine (2.7) denklemi ile 'tanlmla_nan

du ou

E= (uA mmAu)cR EtuE—w ) R
R

an an

R

~ Green formli uygulamr,sa sinir integral denklem

E bodR+ E quF B U——0F = 0
S -

olur. -

‘ (Sinir

Problemier igin Sinir iIntegral Denklemler
Yontemi) '

2.4. Potansiyel
-~ Elemanlar

Sirekli Mekamktekl numerik mceleme yontemlerine alternatlf bir teknik
olarak geligtirilen Sinir Yénteminin en onemli uygulama alani akigkan, isi
dag|||m| elektrostatik gibi potansiyel teor problemlendlr Bu tip problemierin
diferansiyel denklemi Laplace denklemi veya P0|sson denklemldlr ¢Ozum- po-
tansiyelin fonksiyonu olarak elde edilir. ' |

f Sinir Elemanlar Yonteminde (2. 9) ile venlen leml dlferan3|yel denklem
(2.20) Green ozdeghgu kullanilarak A © (x) = O Laplace denklemini saglayan o
(x) temel qozume gore tek tabaka ve ¢ift tabaka potansiyellerin

sUperpozisyonu olarak yalniz (2. 19a) ve (2.19b) sinir degerlere gore bir

=100
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Fredholm integral denkleme donugturulur Bu donU§um problemin boyutunu b|r
‘ mdlrger daha sonra bu integral denklem nimerik olarak (;ozulur

- Bu qall§mada R bolgesinde

Au (x) =0, xe R e - o (2.22)

Laplace denklemleri_ni sgglayan, bélge‘nin F‘1 sinirnda
.U(X)=U(X),XE F1 . o . ' e (2233)
Laplace denklemlerini saglayan, bolgenin F, sinirinda

ily) -

Bixi e s =Qix): k€ P2 ‘ Sl : (2.23b)

. Neumann stnir kosullari ile verilen (2. 1) sinir deger probleminin u( ) yaklasik
¢6z0mu Sinir Elemanlari Yonteml le ara§t|r|Im|§t|r

& Burada U (x) Fy simin Uzerinde u(x) ¢6zim fonksiyonunun verilen _

' ou (x)
degerini — =q(x) ise F2 sinir Gzerinde u(yx) ¢dzim fonksiyonunun nor-
on : ie > ,
‘mal tiirevinin verilen degerlerini gb‘sterir sekil (2.1). U (x) ve q (x) sSinir

~kosgullarini sininn her noktasinda saglatmak yerine sadece sumrdakl daugum
noktalarinda saglatnllr '

Fy

o

. =¥+ sihzerindea
e, U

1 Sekil (2.1) Sinir Integrai Denklem Yontemi Icin Gosterelim

-101-
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©» agirhk ‘f‘bnksiyonu SONSuUz b6lgede \_/eﬁrilen bir P noktasinda birim potansiy ole
~ sahip & Dirac-delta fonksiyonu uygulandiginda SEas

Ao (x)=-8(x-x) e (2.24)
~ -~ ...,p . _ | > ‘ .

denkleminin qozumlen olarak tammlamrsa Temel Qozum veya Serbest Uzay
Gren Fonksuyonu denir. & Dirac fonksuyonun tekil oldugu 5 noktasina kaynak
noktasi, X noktasina da gozlem noktas denir, $ek|l (2.2) . u(x) temel ¢d6zim,

A kaynak ve X  gOzlem noktalari arasmdakl Euchdean uzakhgin fonkswonu

= P
- olarak |k| boyutlu problemler IcIiN

X X § -

o(x)=-Inr=-1In A225)

L
=
. = —
- " - ————— L T -
—— - _— =
L4
B [}
&

ekl (2.2) Kaynak ve Alan Noktalar
o (x) temel ¢dziminin agirhkl artik ifadesi

EAQoudR=-ES8(x-x JudR=-u(y)
o -

2.26)
o ' (2.26)

seklinde elde edilir. Burada' J (x) D-irac-delta fonksiYonuna uygulahdlgl P nok-

_ i '
tasinda u (x) fonksiyonunun degendlr 0O halde Q fonksuyonu Au (x) =0 Laplace
. denklemlnln tekil ¢ozumdu olan ‘ ' .,

W =Iint
fonksiyonudur.

D



S|n|r Elemanlar Y3&nteminin anarllmasmda kullamlan Green Formulu r
uzakllglnln sifir oldugu P = - Q tekil noktada gegerli deglldlr Bu durumda potan-
~ siyelin uygulandigi, P tekil nokta merkezli Mo yanqapll F'=9R' sinirh R’ daire-

si R bélgesinden gikarihr, Sekil (2.3). Yeni R/R' bolgede Green formiilii uygu-

lanabilir. u (x) ve @ (x) igin ayni fonksiyonlar segilirse Au = 0, Aw =0 olur.
- Green formul'ﬁ sinir elemanlan yontemmde FUF' yeni smlrlar boyunca

e I a"(f) - e e e | (2.27)
[U(x)————---|nl" — ].d:()()=0 2 3
FLF‘ “ an D .an s e e

~ s¢eklinde elde edilir. Burada 'dF(-x), x-e F noktasindaki yay uzunlugunu gésterir.,

Y

$ekll (2 3) P noktasinin R bdlgesi |<;|nde olmast durumunda Green teoreminin
~ ' uygulandlgl bolge

at) denkleml, dF(x) = dS (x) = rde yay uzunlugu kullanilirsa

E (u_‘?_l.'lr.-lnri)ds+ E(U a'nro Inroi)rodg 0 (228)'
F on on e an o :

§ek'mde yazllablllr Burada 8, F sinin boyunca integral saat hareketi yonunde
allndlgmda saat hareketinin ters yonunde artan acidir.

F'= 3R sinin Gizerinde o — 0 igin imit durum incelenirse

e
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||m rolnro OVB f -a—l:'-rolnrde(X)"

I e = an s e ‘ Ly LR D)

olur. , , e o , . .
Bu durumda Gauss teoremi ile (2.28) denkleminin ikinci terimi

E kel b

‘ §eklunde yazilabilir. (2.28) denklemmde ikinci terlm yerine (2. 30) denklemin- '
deki -2n . U (P) |fadeS| yazulup denklem duzenlemrse sinir mtegral denklem

- ==« au (x) .
u(P)= L & [u.(x)—-a-r-‘[-- lnr————-——-—] ds(x) -2 . (2.31)
. 21 F o a” s = £ '

olarak yazilabilir.

' (2.315 denklemi, R ¢6zUm bdlgesinde P ig noktada u harmonik fonksiyo-

: Ju (x)
Aun bllmmeyen degerl ile F = dR sinim Uzerinde u (x) VGT bilinen
degerler arasnnda bir baginti gosterlr lyi konmug. Sinir deger problemlennde

ou (x)

an
ou (x) -
= degerlerlnln bulunmasi snmr eleman-

- Adar- yénteminin esasini olusturur Bunun icin P kaynak nokta sinira tasinir, P

- noktas! etrafinda sininn yeter derecede duzgin oldugu varsayilarak bir yarim
gember gizilir. Bu durumda P noktasi yeni degistirilmis smlrlar igin bir i nok-
ta olur, x koordinath nokta Q gbzlem noktasidir, Sekil (2.4). '

; aym Sinir paran| Uzerinde u- (x) ve "degerleri ayni anda bilinmez.

. Smlrda bullnmeyen (va u(x) yé da

$ekll 4) P noktasmm F_BR SINITI uzennde olmas| durumunda Green

teoremmm uygulandlgu bolge :

bt
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(2.31) i¢ nokta formﬁ~lasyonu

~denklemi §eklindé yaznlabilir. ds (x) = rde yay uzunlugu kullanarak

wP)= 1 (& u@ =T 102 46 (q)
27 on — N -
: E [u(O)-a-'-r-]-r-- lnrau(o)] rdB(X)} (2.33)
F |

on t N

~ elde edilir. F" =9R"sinin r, - O igin limit dUrum iIncelenir (2.29 a,b)
denklemleri kullanilirsa ' '

% o
E u(Q ainre
0 | an

(P.Q).7o (P.Q)dB (x) = [2n- CP)u(P)  (2.34)

~olur. Burada C (P) P sinir noktasindaki |q agidrr, Sekll (2, 4).u (x) degenmn
, duzgun daglllml varsayimi e Rl Y

(2.35)

e T e (P.Q) ds (Q)
o F an -

u (x) ¢6zim fonksiyonunun P sinir dugum noktalarindaki degerler; arasmda bir

~ baglanti olan

olnr(P,Q) R (P Q) au (Q)
on __ _ - dn

u(P)-— —— E [u(Q)

] ds (Q) ' - (2.36)
C(P) g

sinir ifadesi elde edilir.

Smlr elemanlari yénteminin uygulanmasunda (2.37) sinir denklemi ile sinir
~ Uzerindeki blllnmeyenler belirlenir, daha sonra bulunan degerler (2.31) denk-
leminde yerine konularak bu sinir degerlere gore ifade integraller hesap-

landiginda u(x) ¢6zim fonkswonunun herhangi bir ic noktadak| yaklasik sayisal
degen elde edilir. ~ - *

-105-
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' :2‘.5.. Smlr' Integral Denklémlerln Ma'trls__Gésterill§l '
Smur integral denklemlerm tam gozumlenm elde etmek genel olarak
'_ mumkun deglldlr Bu nedenle gozumler sayisal tekniklerle elde edilir. (2. 36)
- sinir integral denklemin sinir elemanlar yéntemi ile qozumunde F=0Rsinin M
~ sayida j sini pargala.«nin toprami olarak ’

‘ seklinde Lyazmr ve +(2.36) denklemi_ iIe verilen sihlr- ifadesi

— - In(P,Q) oy Dl ] ds~(Qj ap - {2:88)
on on . :

- alnr(P Q)

5 E u(Q)

F
)

-U(P)-C(P) * Z
. o

e seklinde M sayida sinir pargasi tzerinde integrallerin toplami olarak ifade edi-

1ir. -(2:38) denklemindeki integrailer kullanilan eleman tipine go0re (sabit,
dogrusal kuadratik, kibik sinir elemanlar) dogrusal donistim ile lokal koordl- '
- natlara donU§turqup Gauss kuadratur formulu kullamlarak ‘hesaplanir.

< Sabit_Slmr Elem-anlar|.~ Yaklaglml _

Sablt sinir elemanlan yaklagnmmda (2 37) denkleml |Ie verllen sinir

ou (x)

normal turew Fi j =
an

 parcalan Gzerinde u(x) ¢dzim fonksiyonu ve-
(j=1.2,...,M) sinir_elemanin orta ddgum noktasindaki =~ =~

b L
,u(x)_u() == W etila) . =
. i X an x! an X (239 a_,b)

o Sabnt degerler olarak alnmr (parqall sablt fonksuyon yakla§|m|) Bu durumda
‘ f(2 38) denklemi (i=1,2,...,M) igin

-u(P).e(P)+ ¢ [ u EM— QE—E Inr P. Q)] dS =0 - 20y
e n e e h g oo

 geklinde elde edilir.

e
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Sekil (2.5) Sabit Sinir Elemanlar

H've G

= [ hijj ] ve G = [ gij ] seklinde tanimlanan matrisler olsun. G matrisi

Green fonksnyonunun (yam tekil ¢é6zumin) H matnsu de Green fonksuyonunun
normal tirevinin mtegrallen le;

o alnr(P. ,Q)

i L F (2.41)
, - on
F (2.42)
| .
- seklinde tanlmlanduglnda (2.40) denklem “matris formunda
au _, : _
[H] (u) = [G] — e . = =LY
. on = _ e S
_ - du
olarak .yazllabildir. (2.43) denkleminde u ve e
s A e
e TR (T uz"”,..f-..,um)T ' P e S aan - (2.44 a)
aU aU1 ou > aUm)'T' e _ g e
-an q 9n = 9 . on - ' . (2. )

(M x 1) boyutlu vektorlerdar (2.43) denklemi iyi konmus sinir deder problem-

leri igin M bilinmeyenli M denklemli dogrusal cebirsel denklem sistemini ifade
eder. et :

- - Sinir dégerlerinin (2.23 a), (2.23- b) ile bilinen degerleri (2.43) denkle-

U

jve ——

minde u. d-] yerine konularak denklem yeniden dﬂzenlendiginde;
' on ' '

P
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A=[aj],f={f]

L]

olmak Gizere
Al x =
seklinde yazilabilir. (2.45) M bilinmeyenli M denklemli dogrusal cebirsel denk-
lem sistemi 'q'o'zﬁldﬂgﬁnde u( X )‘Qéﬁzﬁm fonksiyonunun ve aua(x) ‘normal
- n

tirevinin sinir augum noktalanndakl yaklaslk saylsal degerlen olan (2 44 a)
ve (2 44 b) qozumlen elde edlhr

_2.6. |

lyllegtlrllmlg Sml-r Elemanlar Yéntemi

Sabut sinir elemanlaru kullamlan Sinir Elemaniari Yakla§|m|nda U X )
du (x) .

= on
~ dugum noktasmda kendi sabat degerlen e yakla§t|rlld|

| ou '
-, blr cok problemmde u(x) ve __L.)_ genel olarak dogrusal veya daha yluksek

on
, ' u (¥ )
mertebeden degigir. Sabit sinir elemanlari kullamlmasr u( x ) ve
- " an

Ia§|k ¢bzimleri elde etmedeki kolayhga ragmen sUreksizlik hallerinde kotu

yaklagimlara ve dolayisiyla hatal sonuglara neden olur. Bu calismada bu olum-
suzluk sinir integral denklemlerin ¢éziimlerine daha dogrusu yaklagimiar veren
|zoparametr|k tipte elemanlar kullanarak iyilestiriimistir. lzoparametrik tip
sinir _elemanlaria yaklaslmda ¢bzUm. bdlgesini (sinirinin) geometrisi ve sinir
data lqm ayni mertebeden polmomlar kullanilir. Bu durumda F sininnin her F;

J
du (X )
an

tirevi polinom fonksiyonlar kullanarak yaklastirilir. Sinir elemanlar yak-

_ laslmunda kullan(lan pargali surekli polinom yaklagimi tekniginde sinirin her
‘ uF (j = ..,M) pargasinda dodrusal, kuadratik, kibik ve daha yuksek dere-
ceden olan koordmat fonksiyonlart olusturulur

¢6zUm fonksiyonunun ve normal turevi her F sinir pargasinin orta

Matematlksel ﬁzugln _

yak-'

(= ,1,2 M) sinir parqasu uzennde u( X ) c;bzum fonksuyonu ve

Kuadratik (Ikinci Derece) Smlr- Elerhanla_rl ' Yaklagimi .

Sinir elemanlan yaklagiminda egri sinirlarla verilen cismin geometrisi-
ni daha iy behrtmek igin kuadrauk sinir elemanlarl kullanilir. Fi (i =
e S = = e
-1,2,...,M) sinir pargasi ﬁzerinde ‘u( X ) ¢0zUm fonksiyonu Ve =t normal
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tirevinin kuadratuk degisimi ahmr F (j 2,...,M) sinir pargasi egiresl

| - koordinatlarla verilsin (Sekil 2.6).

LT r (X,Y)

(Sekil 2.6) - a Egri Sinir Gosterilimi ' (Sekil 2.6) - b Kuadratik Elemvan
Koordinat fonks_i.yonlarl,

L R
N, =-—&+-¢§
' 2 g

. 2 1<ty (2.46)

- N, (©=1-¢ T

. i 2

N, (€) = l‘g ""l' g
S

olmak uzere F (j = ..,M)  sinir pargalar uzerlndekl Q noktasinin (X,y)
koordmatlarl (2 46) denklemlerl kullanilarak; '

X (§) = £ N, (§) Xt - ' . (2.47 a)

* te 1 | . s e .

VGQ—ENAQV: , B (2.47 b)

- i=1
. N |
§ek||nde yazllablhr Bu durumda u qozumu ve —  normal turevi Q dugim
noktasmda e on
'u«D—EUUNQP«&) e Lon AR )

t
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O P oy e e
' -on e o . -

Pargall kuadratik fonksiyonlarla yaklagtinlir. Burada Xt y I) Fi sinir ele-

maninda, t. dogim noktasindaki Py j kaynak noktasinin koordinatiarini, u(Py;)

e M {PL) au (%)
s on an

‘aranan yaklagik sayisal degerlerini gosterir.

ise u(x) qozumu ve -normal torevinin t.d0gim noktasina

x global ve & lokal koordinat sistemlerinin dbnﬁgﬁfn matrisi

(2.49)

olmak Gzere F; sininnin ds yay eleman

4 (@ ©)) = dsj = (&) o  (2.50)

le tammlamr Fi sinin Gzerinde P noktasmda (2 35) ile tammlanan C(P) lq ag
ifadesi kullamlarak (2.36) sinir denkleml ' ‘

+

u (Q) Inr (P, Q) ds(Q) (2.51)
N =

" [u(@) - u(P) -iwds(m - E
e a

§eklinde yullébilif. (2.46) ve (2.49) denklemleri kullan_llarak .

M 3 | alnr (P,
r zuPy,) ] ‘(g).L(-'_Q_(E")_)_J,(é)dg
ettat - - =)
s alnr (P".-Q(E..) ) - :
4 ) (Pl)1 zf‘i _f_a!;—““(g) 5 sl
. j=1 | S T | |
S P e ...
s s zau (an' } fr (§)|nl’(P|. Q(g))Jj (§)d§

j=11l=1

=H0
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elde edilir. Burada M. sinir pargasi, o e araliktir. Fj araliyi referans sinir
elemanin [-1, 1] arali§i olarak alimr.

H matrisinin elemanlari

g * | | ' _
i P % Ny LSC )
h.I(P)-}E ________a'"":'r;o‘g)" J; (&) d&

lle, G matrisinin elemanlar ise

9”“_% misInEbL, BNGRIR k&.98)

le gbsterilirse (2.52) denklemi

-3

¥ |
Y | > u(Pt ph.]—u(P)h., =
]-1 {=1 ' :

seklinde yazilabilir.

Bilesenleri
U2N_1 - U(P1 rN) . = 1,2,.. ,M
U2N = U(P2 N) Sets N = 1,2;....

~ olan 2M sayida vektor U ile, bile§enle’ri¢

oV

(———)2N1-——-—(P1N) A=Y 2 M)
an . _‘ an . | | _
U | |
(i—)gu ?-E(Pw) N =1.2,...M
sh = 4n . o
olan 2M sayida vekidor  — lle gosterilirse (2.55) denklemi matris formun-

e da . an

‘ [H] U = [G] Un olarak yazilabilir.
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_ Slnlr degerlenn (2 23 a) ve (2 23 b) denklemlen lle bilinen degerleri
~ (2.56) matris denkleminde yerine konularak denklem diizenlenirse 2M bilin-
- meyenli 2M denklemli do§rusal cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem

- gbzllerek ¢dzUm fonksiyonunun ve normal tirevinin dugum ndktalarmdakl yak-
~ lagik saylsal degerleri elde edilir. -

Doaruul *(anci Derece) Sinir Elemaniar Yakiagimi

e Dogrusal sinir eleman y’a-klaglrhmdaﬂ (2.37) denklemi ile verilen sinir
' . - rlx) .
~ pargalari Gzerinde u(x) qbzﬁm fonksiyonu ve %
' e ' s .
dogrusal deg|§|m| allmr F = (j = 1,2,.....,M) sinin boyunca kargilasan iki
' dogrusal eleman $ekll (2.7) de gbstenldlgl gubl verilsin.

normal turevinin

$ek|| (2.7) Sinir boyunca . dugum noktasmda kar§|Ia§an K dogrusal
_ - sinur eleman a

olmak Ozere F; = (j = IR ..M) sinir pargalar uzenndekl Q noktasinin (x,y)
- koordinatlarn (2 57) denklemlen kullamlarak ' ' |

x(&) =z N (&) x1. y(&)-— z N (E,)y: L (258 a,b)

..y = tn‘ - =

32
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seklinde yazilabilir. Bu durumda u ¢ézimi ve g normal tlrevi Fi=( =
1,2,....,M) segmentleri boyunca Q noktasinda " ' ‘ |
| 2 - , Lo - o | 56t _
WQ) =3 u(Pr,) Nt (§) s e (£:99 a)
a5 . _ _ __
| el =3 .au(P. L Nt (§) | , (2.59 b)
SN o - '

- parcgall dbgrusal fonksiyonlarla yaklastinilir. (2.58 a,b) denkleminde (xtj, ytj)

Fj = (] = 1,2,....,M) sinir elemaninin t. digim noktadaki Pt,j kaynak noktanin

_koordinatlandir. (2.51) ve (2.57) denklemleri kullanilarak sinir denklemi
~agagidaki sekilde elde edilir. '

. N €) Inr+P; Q ds} (2.60) -
J |
(2.60) denkleminin yaziliginda her t. digim noktasinin Fi.1 ve F; glbl her
~ardigik sinir elemanda (segmentte) bulundugu g6zdénine alinmistir.
~ H matrisinin elemanlari

hii=EN,(§)wds

. (2.61 a)
1 | , on '
£ 1 - .
% i
Hle, G matrisinin elemanlar
=k N @ Inr(PLQids- ' _ _ (2.62)

-1
33
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le gdsterilirse (2.60) denklemi

M

2 s e oS p; 34 ' _ = _
B8 B u(P1,j) hu' U(P ) hu o Zau( "D‘Qii e S (2.63)
j=1 ] l=l : ' . jouu 1 1—1 an | B .

folarak elde edilir. (2. 63) denkleml kuadratlk sinir elemanlarda oIdugu glbl ma-

= trls formunda

h,[H] [G] n‘ $ekl|nde yazllablllr '

it Slmr degerlenn (2. 23 a), (2. 23 b) denklemlen e bllmen degerleri (2.64)
matris denklemmde yerlne konularak denklem yemden dizenlenirse M bilin-
meyenli, M denklemli dogrusal ceblrsel denkler5|us1_s.tem| elde edilir. Bu denklem

sisteminin qozumu u ¢ozim fonksuyonu ve  — normal tdrevinin d0gum nok-
talarindaki yaklagik sayisal degerlenm venr an

3. LAPLACE DENKLEMI ILE VERILEN PROBLEME UYGULAMA

- Bu bdlimde 2.Bolumde verilen Agirlikli Artiklar- Yonteminin uygulamasi
_ile elde edilen Sinir Elemanlari Yonteminin sayisal uygulamasi akigkanlar me-

. ~ kanigi, elastodinamik, jeofizik gibl uygulama alanlarinda karsilagilan Laplace

diferansiyel denklemi ile  verilen (2.22), (2.23 a), (2.23 b) sinir deger proble-

mine pargall sabit, parqalu dogrusal ve pargali kuadratik polinom yaklagimi ile
~ elde edilmigtir. Bu ydntemle elde edllen sonuqlar problemln tam (analmk)

qézumlen ile karsllagtmlmlgtlr

i Birim yanqapll dortte bir pOthlf R dalre bolgede ve bélgenm R =F.
sinirninda _

R+ aR { (x,y)

bélgesmde, $ekll (33)

v2 <1,x20,y >0

Laplace diferansiyel denklemi ve

u (x,y) - x3 -3x2y + :Sxy2 + y3

114
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i hlet sinir kogulu ile verilen problemin tam ¢6zOmi degigkenlerine ayirma
yontemi ile ' ‘ ' '

u (x,y) = - X3 -3x°y + 3xy_2 i _ 2= I - (3.3)

olarak bulunmustur.

_ R= R + dR bolgesn bdlgenin simetrik olmasu g0z onune almarak y =X

dogrusu ile bdlinmis bdylece (3.1) Laplace diferansiyel denkleminin ¢6zimi
sekizde bir pozitif dairesel bbigede yapllmlstlr Sekil (3.1) Problemin sinir ele-
manlar ydntemi ile yaklagik ¢6zUmU kuadratik tip sinir elemanlar Kkul-
lanilmistir. Cézim bdlgesi farkli uzunluktaki G¢ kuadratik sinir elemana
ayrilarak alti dugim noktast iqih Sekil (3.1) de gorulGldugu gibi (2.46) ile veri-
 len koordinat fonksiyonlar kullanilarak yaklasik ¢dzim elde edilmistir. (2.46)
daki N¢ (§) , No (§) ve N3 (§)‘ koordinat fonksiyonlari kullanilarak 1., 2. ve 3.
sinir elemanlar x(g) ve y(&) kartezyen koordmatlar (2 47 a) ve (2 47 b) derk-
- lemieri e ' ' ~ .

X (§) = -013+o13 §2

y €)= 045+025§+ooe £2

X () = 0.207911 + 0.2649595 & + 0.0570485 g2
y () = 0.978147 + 0.044024 E - 0.174123 E°
X (€) = 0.5 - 0.1349595 £ - 0.1050405 &2
Y. () = 0.5 - 0.294024 £ + 0.0540424 5_,2 :

(0.207911,0.978147)

(0.529919,0.848048)

- {(0.5,0.5)

(0.26,0.26)

. - = > = (1.0)

$ékil (3.1) Segilen U¢ Kuadratik smlrlelemah ve alti dU§im noktasi igin ¢ozum bblgesi x

-115-
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O Us=1 396798

BUS
an ~

$eklmde elde edl|ll' (3 2) denkleml kullamlarak $ekll (3. 1) dekl

@ @ @ O . O dugum noktalanndaku sinir kogullarl

aum

=2,ue=0 (3.5)

olup, 1. sinir elemanm P, (0 26 0 26) dugum noktasu |qm (2 55) sinir

denkleml

, et

§ekllnde yazlllr denklemdek|

hlj, hu, g||

' o L Hoi g
¥ U(Pr,1) h11 —u(P1) hi1 1 -a-L-j-(-g—!-—-’-—)- (Q11)
=1 i |

(3.6)

~ integralleri sekiz nokta Gauss-

Legendre kuadratur kuralu ile hesaplanlr Diger sinir elemanlar uzenndekl

‘integralleri

B

e o o o

.0.016856
.0.867462
1-0.336994

.0.229561

.3.1411592

-0.196699

-0.818190

hm hm Jij

0

3.1411592

<1.683816
-3.416404
1.730311
-0.802373
.0.581132
-0 757591

-0.143603
-0.11489

1.038994

.0.209567
-0.227967
.0.201649

-0.204388

.0.638757

-1.375030

-0.536809
.0.241575

0.2377°"

.0.559586

-0.585485

-0.702982
10.359939
-0.553211
.0.700119

-0.152678

.0.251287
.0.545346

-1.029400
.0.514796

-0.26°169

denkleml elde edmr (3. 7) denkleml [A] X

-116-

10.285924
.0.534391

.0.206653

-0.226194

-0.247853

-0.150343
-3.201375

-0.275261

.0.152007

-0.186029

-1.401499

€ 03647

= { seklinde yeniden diizenlenirse

benzer §ek||de hesaplanarak (3.5) sinir kosullan- e

0 Uy
0 - 0.091125
= &
0 1.396798
0 o
-3.1411592 0
-1.615041
10.942207
-0.774399
-0.803525
-1.578788
3 . 2‘37 oL

(3.7)
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-3.1411502  1.683816 -0.143603 0.152678 -0.206653 1.615041 -0.10343

I 3.416404  -0.114879 0.251287 -0.226194 0.942207 0.732023
0 1.730311  1.038994 0.545346 -0.247853 0.774399 0.410075
0 0.802373  -0.209567 1.029400 -0.150343 0.803525 ~ | |-1.571544
- 0 0.581132  -0.227967 0.514796 -3.201375 1.578788 > | |-2.030274
. L 0 0957591 -0.201649 0.265169 -0.275261 3.237566 %L':']E' -0.22937
(3.8)

seklinde alti bilinmeyenli, alti tane dogrusal cebirsel denklem sistemi elde edi-
hir. (3.8) denklem ¢ozulerek dugum noktalarindaki yaklagik ve tam g¢dzimler.

- Nolkw  Analitk Gézim ~ Yaklasik Yéntem
i - 0.000000 o W - 118070
2 U2 _ goo0000 . = — = 0.377062
on ' - on ‘
Y3 - 0.438976 > 9w UL70RG04
ou ~ 2 o :
. o o BRRaRY — = 1.642200
U = 0.889993 _ T - DA s
U Tagaie s ok = =
e Aae o s 0080780
N ' ~on :

~olarak bulunmustur.

4. SONUC

- Sinir elemanlar ydnteminin uygulanmasinda Laplace diferansiyel denk-
leminin birim gember zerinde verilen sinir kosullari altinda kuadratik sinir

elemanlarin segimi ile yakla§|k ¢ozumun aranmas! ve ¢6zUm bodlgesinin siniri
Uzerinde dUgUm nokta sayisinin alti alinmasi ile (sekil 3.1) dugum noktalarinda
elde edilen yaklasik sayisal goziimlerin tam (analitik) ¢6zim ile en iyi uyustugu
. sonucuna var|lm|§t|r Gozim bdlgesinin sinin Gzerindeki digum noktalar
~sayisinin arttiriimasi veya egri sinir geometrisinin daha iyi ifade edilebildigi

kibik sinir elemanlarm kullaniimasi ile probleme daha gegerli yaklasimlar bu-
lunabﬂw
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'SUMMARY'

In this study, the Residual Method IS grven lor the determination of the
Boundary Element Method which is a numerical prosedure for the approximate
solution of boundary value problems have a differential operator L and the
boundary rntegral equatrons are obtarned lor thrs Operator

_ 'The variational formula..on of boundary value problems is explamed and
the variational formulation based on generalized Green's formula is represent-
ed in terms of fundamental solutron of the problem

Boundary Element Method is devoloped for the plane potential problems -
Wthh have curved boundaries, governed by Laplace's operator. In the discret-
itazion of the method, constant, linear and quadratic boundary elements are
employed for the determination of the numerical approximate value of the un-
known function at the boundary node points. The application of the method is
~ presented using quadratic boundary- elements and the obtained numerical are
- compared with the exact solutlons *
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